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Ozet

Bu calismada, Ggrencilerin rasyonel denklemleri ¢ézme yOntemlerini,
hatalarini ve kavram yamilgilarint belitflemek amaglanmustir. Ankara’ da bir
Anadolu lisesinin tesadiifi belirlenen iki onuncu ve bir onbirinci
sinifindan 86 &grenci arastirmaya alinmistir. Ogrencilerin tipik rasyonel
denklem ¢oziimlerinde yapabilecekleri, hata ve yamilgilart barindirdigt
distnilen farklt yapilarda dort rasyonel denklemden olusan bir teshis
testi hazitlanmistir. Cozumler, verilerden elde edilen bir kod semast
yoluyla kodlanmis ve betimsel analiz yapilmistir. Ogrencilerin yaptiklar:
hatalar ve yanigilar, ¢6zim yontemleri ¢ercevesinde belirlenmistir.
Ogrencilerin bir rasyonel denklemi ¢ézerken; igler-dislar carpimu, her iki
tarafin pay veya payda kistmlarindaki ortak carpanlarin yok edilmesi veya
esitligin bir tarafinin tamaminin diger tarafa taginarak gerekli islemlerin
yapilmast yontemlerini  kullandiklar1  gorilmustir.  Esitlik  kavrami
temelinde dustntlerek denklemin her iki yaninda carpim durumunda
bulunan ortak ifadelerin yok edilerek bu ifadeyi sifir yapan sayinin
rasyonel denklemin ¢6zim kimesine katlmamasi, 6ne ¢tkan kavram
yanulgist olarak tespit edilmistir. Bir diger yanilgt ise yoklugun sifir ile
eslestitilmesi ~ temelinde  olmustur.  Bazt  6grenciler, denklemde
sadelestirmenin sonucunda esitligin bir yaninda geride bir ifade
kalmamast durumunda sifir  yazmustir. Rasyonel denklem ¢6zme
sirecinde yapilan en 6nemli hata ise, rasyonel denklemde yer alan
rasyonel ifadenin paydasint sifir yapan sayinin ¢ézim kimesi disinda
birakilmamasindan kaynaklanmaktadir. Diger taraftan, rasyonel denklem
¢6zme surecinde 2. veya 3. dereceden denklem ¢éziimleri verilen
rasyonel denklemin ¢Ozilmesini zorlastiran bir faktér olarak
belirlenmistir. Ornegin, icler dislar carpimi yénteminin kullaniimasi
durumunda ortaya cikabilecek 3. dereceden denklemin ¢éztlememesi,
verilen rasyonel denklemin ¢6ztilememesini ortaya ¢tkarmugtir.
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HIGH SCHOOL STUDENTS’ MISCONCEPTIONS AND
ERRORS IN SOLVING RATIONAL EQUATION

Dr. Alattin Ural
Mehmet Akif University

Abstract

This paper has been done to determine students’ solving methods of
rational equations, errors and misconceptions in solving rational
equations. A total of 86 students from 10th and 11th grades in Ankara
were chosen randomly. Four rational equations with different forms
containing general students’ error and misconceptions in rational
equations were prepared. Coding of solutions was done through a coding
schema obtained the data and descriptive analysis was used. The
students’ errors and misconceptions have been determined and
interpreted on the basis of their solving methods. The results showed
that “cross products”, “eliminating the same factors on numerator or
denominator of both sides ““ and “moving one side of the equation to
another side then multiplying by a common denominator” were
common solving strategies. Solving 2nd or 3rd equations and
arithmetical operations on algebraic rational expressions are the
difficulties encountered. On the basis of perception of equality concept,
by eliminating the same factors on numerators of both sides and not
putting the numbers making the denominator zero into solution were
common misconception. Another misconception was on the basis of
matching the absence with zero. Some students have written zero in the
case of nothing remained in the one side of the equation in the result of
eliminating the same factors in the equation. The most important error
in the process of solving rational equation has been arised from not
excluding the numbers making the denominator zero from the solution
set. Besides, encountering a 2nd or 3rd equation in the process of solving
the rational equation given has been determined a difficulty.
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GIRIS

Denklemler, 6grencilerin cogu tarafindan yeterince anlagtlamayan 6nemli bir
kavramdir (Laughbaum, 2003; Macgtegor & Stacey, 1997a; Macgregor & Stacey,
1997b; Pope, 1994). Knuth, Alibali, McNeil, Weinberg ve Stephens (2005),
cebir’i kullanma ve anlamanin degisken ve denklem gibi bazi temel kavramlarin
anlagtlmasina baglt oldugunu, Welder (2006) &grencilerin cebirde basarih
olabilmeleri acisindan 6ncelikle sayilar ve nimerik islemler, oran ve orant, islem
onceligi, esitlik, Oriintd olusturma, grafikler konusunda bilgili olmalar
gerektigini belirtmistir.

Ersoy ve Erbas (2002) 6grencilerin temel cebir, 6zellikle de denklem kurma ve
¢6zmede yasadiklari zorluklart su ¢ nedene baglamaktadir: i) Cebir’ in yapist
(epistemolojik zorluk) i) Ogrencilerin zihinsel gelisimleri ve hazir bulunusluklari
i) Cebir’ in 6gretimindeki eksiklikler (didaktik zorluk). Bazzini ve Tsamir
(2004), denklemlere yonelik arastirmalarin genel olarak denklem kavrami, birinci
dereceden bir bilinmeyenli denklemler konusundaki hatalar ve kavram
yanigilari, nedenleri ve 6gretim yontemleri temelinde oldugunu belirtmistir.
Denklem ¢6ztimlerinde denklik kavraminin (Kieran, 1981; Kieran & Sfard,
1999) ve bilinmeyenlerle nasil islem yapilacaginin bilinmesi 6énemlidir (Filloy &
Rojano, 1989; Filloy, Rojano, & Puig, 2008; Herscovics & Linchevsky, 1991).
Yapilan arastirmalarda  Ogrencilerin  cebirdeki  harfli  ifadeleri, degisken
kavramini, esitlik kavrami ve esittir isaretini algilamada, denklem ve denklem
¢oziimiinde bir takim glgliklere ve kavram yanidglarina sahip olduklar
belirlenmistir (Akkaya, 2006; Akkaya & Durmus, 2006; Andrews, 2011; Arcavi,
2005; Bayar, 2007; Clement, Lochhead & Monk,1981; Dede, Yalin & Argiin,
2002; English & Halford, 1995; English & Warren, 1998; Erbas, 1999; Ertekin,
2002; Hercovics & Kieran, 1980; Knuth ve dig., 2005; Linchevski &
Herscovics, 1996; Philip, 1992; Perso 1992; Payne & Squibb, 1990; Rojano &
Martinez, 2009; Stacey & MacGregor, 2000; Vlassis, 2002; Wagner 1983;
Warren, 2003).

Ogrencilerin cebirdeki zorluklarini aragtirmak icin aragtirmacilar, grencilerin 1.
dereceden cebirsel denklemleri ¢6zme becerilerini (Koedinger & MacLaren,
1997; Stacey & MacGregor, 1999), cebirsel kavramlart sézel problemlere (ve
tersi) dontstiirebilmelerini (Clement, 1982; Stephens, 2003) ve basit denklemleri
¢c6zebilmelerini (McNeil & Alibali, 2004; 2005) arastirmistir. Bu arastirmalar
ogrencilerin cebirsel denklemleri ¢6zmek icin hatali bir sekilde aritmetik
yontemlere bagvurma egiliminde olduklarint gostermistir. Perso (1992)” ya gore
Ogrencilerin cebir ile ilgili kavram yanigilarini, “harflerin cebirdeki yerini
anlama”, “degiskenleri kullanma” ve “denklem ¢6zerken cebirsel kurallar
kullanma” olarak kategorize etmistir. Dede ve dig. (2002) cebir gretiminde
ogrencilerin zorlanmalarinin nedenlerini ise “degiskenlerin farkli kullanimlarini
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bilememe”, “degiskenlerin  genelleme yapmadaki rolinii  bilememe”,
“degiskenleri yorumlayamama”, “degiskenlerle islem yapamama” olarak ortaya
koymustur. Diger taraftan aritmetik islem bilgisindeki eksiklik de cebirde
yasanan zotluklarin bir diger nedenidir (Gray ve Tall, 1994; Linchevski &
Livneh, 1999; Schappelle ve Philipp,1999; Slavit, 1999).

Cebirsel muhakemeye yonelik yapilan caligmalar, 6grencilerin esit isaretinin her
iki yaninda degiskenler bulunan denklemleri anlama ve ¢6zmede zorluk
yasadiklarini  (Filloy & Rojano, 1989; Herscovics & Linchevski, 1994;
Humberstone & Reeve, 2008) ve anlamadiklari semboller tizerine anlamsiz
islemleri yapmaya mecbur edildiklerini (Herscovics & Linchevki, 1994) ortaya
koymaktadir. Bu basarsizlik Pirie ve Martin (1997)’ e gore bilissellikten ziyade
uygun olmayan Ogretimden kaynakli olmasina karsilik, bilissel (Herscovics &
Linchevski 1994) ya da didaktik (Filloy & Rojano, 1989) bir kesinti olarak
tantmlanabilir. Herscovics ve Linchevski (1994) aritmetik ve cebir arasinda bir
bilissel kesintinin varligini ortaya koyarak, bunun 6grencilerin bilinmeyenlerle
islem yapabilme yetersizlikleri olarak karakterize edilebilecegini belirtmistir.
Macgregor ve Stacey (1997), Wheatley (1995) cebirin temelini olusturan
degisken kavrami ele alinirken, kavramsal yoninin ihmal edilip, islemsel
yoninin vurgulandigint ve 6grencilerden konunun baglamini dikkate almadan
degiskenlerle bir takim islemleri yapilabilmelerinin beklendigi ve dolayisiyla bir
takim sorunlarin ortaya ctktigint ifade etmistir (Akt. Kieran, 1992). Hercovics ve
Linchevski (1994), matematikteki kavramlarin islemsel ve yapisal anlam
farkliliklarint aritmetikle cebirin kirilma noktast olarak gérmektedir. Aritmetiksel
kavramlardan cebirsel kavramlara geciste 6nemli olan, stre¢-nesne ikilemidir.
Ogrenciler cesitli stireclerden gecerek zihinlerinde yeni bir kavram olustururlar.

Carpenter ve dig. (2000) ’ne gore, esit isaretini dogru yorumlama cebir 6grenme
icin gereklidir ¢iinkii cebirsel muhakeme O&grencilerin genellemeleri ifade
ederken uygun sekilde kullanmalarina ve bu kavrami tam anlamalarina baghidir.
Ornegin, denklemleri déniistiirme ve ¢ézme becerisi 6grencilerin bir denklemin
iki yaninin denk ifadeler oldugunu ve her denklemin denk bir denkleme
dontstirilebilecegini anlamasint gerektirir (Kieran, 1981). Bununla birlikte,
ogrenciler esit isaretinin gesitli anlamlarini bilmede, denklem ¢6ziimlerinde
kullanmada, denk kesitleri anlamada zorluklar yasamaktadir (Kieran, 1997;
Knuth ve dig., 2006; Saldanha & Kieran, 2005; Sfard & Linchevsky, 1994;
Steinberg, Sleeman & Ktorza, 1990). Knuth ve dig, (2005), Welder (2007),
ogrencilerin bu dénemde esit isaretini aritmetik bir denklik olmaktan ¢ok
operasyonel olarak gbrdiigini destekleyen ¢ok sayida arastirmalar oldugunu
belirtmektedir. Clement ve dig. (1981), tniversite &grencilerinin bile esit
isaretinin anlamma yonelik kavram yanilgilart oldugunu ifade etmistir. Kieran
(1992), denklemler gibi yapisal temsilleri Giretme ve yeteri derecede yorumlama
icin simetri kavraminin ve esitligin gecisken karakterinin bilinmesi gerektigini
belirtmistir. Gattegno (1974), esitligin = degismeyen bir 6zelligi, ayniligt
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vurguladigini ve bu ytizden sinirlt oldugunu ancak denklik kavraminin daha ¢ok
algilanan ve esnek bir kavram olusu acisindan daha yaratli oldugunu ifade
etmistir (Akt. Kieran, 1981). Godfrey ve Thomas (2008), denklemin yapisal
olarak aritmetik veya cebirsel temsil sisteminin nesneleri arasinda matematiksel
bir iliskinin temsili oldugunu ve denklemi yapisal anlamanin yolunun denklik
kavramindan gectigini belirtmistir.

Sfard (1991)” a gére denklem kavrami, kavramin yapisal ve islemsel taraflarinin
karmasik bir etkilesimini barindirir ve islemselden yapisalliga gecis, 6gretimsel
bir destek olmadik¢a saglanamaz (Akt. Attorps, 2006). Bir 6gretmen icin
didaktik problemlerden biri kesinlikle esit isaretine, denklemlere ve sembolik
ifadelere anlamli durumlar aramaktir (Radford, 2002). Pirie ve Martin (1997),
lineer denklemlerin ¢6ztimiinde bilissel zorlugun yéntem tarafindan yaratildigini
belirtmistir. Aritmetik ve cebir arasindaki bilissel kesintiye képri kurma
gereksinimi duyan bilissel stire¢ genisletilerek, cok daha fazla grencinin hatta
cebirden kacan Ogrencilerin  bile kazanilmasi saglanabilir (Herscovies &
Linchevski, 1994).

Literatiir incelendiginde denklem konusuna yénelik calismalarin biiyiik oranda
aritmetikten cebire ge¢is siirecinde bulunan Sgrencilerin degisken, esitlik ve
denklik kavrami algilamalart ile Sgrencilerin bu denklemleri aritmetik bilgileri
temelinde ne 6lgiide ¢ozebilecekleri ve bu yénde yapilan Sgretimler Gzerine
odaklandigr gorilmektedir. Ayrica temel olarak 1. dereceden denklemler
tzerinde durulmustur. Bu calismada ise yapilan arastirmalardan farkli olarak
rasyonel denklemler temel alinarak, 6grencilerinin rasyonel denklemleri ¢bzme
bigimleri ve bu siirecte yaptiklart hatalar, kavram yanigilart ve ¢6ziim stirecinde
karsilastiklart zorluklart ortaya cikarilmaya calisilmistir. Rasyonel denklemlerin
alinmasindaki temel faktor; 6grencilerin bu tiir denklemleri ¢ézerken ¢ok gesitli
hatalar yaptiklarinin ve denklem kavramina yonelik literatire yansimamig
birtakim kavram yanilgilarina sahip olduklarinin ortaya ¢ikarilmast agisindan bir
potansiyel tasimasidir.

YONTEM

Bu arastrmada, bir Anadolu lisesindeki Ogrencilerin rasyonel denklemleri
¢6zme bigimleri, ¢6ziim stirecleri boyunca yaptiklart hatalar, kavram yanilgilart
ve karsilagtiklart zorluklar tespit edilmeye calisitlmustir. Dolayisiyla arastirma, bir
6zel durum ¢aligmast olup yontemi niteldir.

Calisma Grubu
Bu arastirmanin 6rneklemini, bir Anadolu lisesinin tesadufi belitlenen iki 10.

sinif ve bir 11. siifindan toplam 86 6grencisi olusturmaktadir. 8. siniftan sonra
yapilan bir se¢me sinavinda basarii olan Ogrenciler Anadolu liselerine
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alinmaktadir. Dolayisiyla diger liselerde okuyan 6grencilere gére matematiksel
6n bilgileri ve distinmeleri genel olarak daha iyidir. Eger hazirlanan sorular
diger lise Ogrencilerine sorulmus olsa, Ogrencilerin rasyonel denklem
¢cozlmlerinde karsilagacaklart zorluklarin ¢esitliliginin artmast muhtemeldir. Bu
zorluklar, rasyonel denklem c¢6ziimiyle daha yakindan iliskili matematiksel
islemlerde ortaya cikabilecegi gibi, aritmetiksel islemlerde, 1. deteceden denklem
¢6zlimlerinde, payda esitlemede, carpmanin toplama tzerine dagilma Szelligini
kullanma gibi daha genis bir etkileyen kiimesinde de ortaya cikabilirdi. Oysaki
aragtirmanin amact sadece rasyonel denklemlerin ¢6zim sitrecini olumsuz
etkileyen faktorleri daha dar bir ¢ercevede incelemektir. Ayrica, eger Anadolu
lisesi 6grencileri rasyonel denklem ¢6ziimlerinde birtakim zorluklar ve kavram
yanigilart ortaya koymussa, bu durumun diger lise 6grencilerinde de gérilmesi
olasilig1 olduke¢a yiiksektir. Bu agidan bakildiginda Srneklem se¢imini, amach
ornekleme yontemlerinden “kritik durum 6rneklemesi” olarak adlandirabiliriz.
Kritik durum 6rneklemesinde “bu grup belirli bir problemle karsilagtyorsa diger
butin gruplar kesinlikle bu problemle karst karsiya kalir” gostergesine sahip
durumlari incelemek amagclanir (Yildirim & Simsek, 2004).

Veri Toplama Araci

Ortadgretim Matematik Programi ve gesitli ders kitaplari incelenerek rasyonel
denklemlerle ilgili kapsam belirlenmistir. Daha sonra bu kapsam gercevesinde,
okuldaki matematik 6gretmenlerinin deneyimleri ve matematik egitimi tizerine
calisan 2 Ogretim elemaminin goristi alinarak Sgrencilerin rasyonel denklem
¢cozlimlerinde kavram yanilgilarini ve hatalarint tespit edebilecek tarzda sorular
hazirlanmustir. Genel olarak bu tip denklemlerde, esitligin her iki yaninda pay
ve/veya paydada carpim durumunda ortak carpanlar bulunmaktadir. Sorulatin
hazirlanmasinda dikkat edilen bir diger husus ise testin homojen olmasint
saglamak acisindan, sorularin matematigin diger kavramlariyla ¢ok fazla iliskili
olmamasint saglamak olmustur. Bu temelde, arastirmact tarafindan sade bir
taslak test gelistirilmistir. Bu testin gecerligini saptamak amaciyla matematik
egitimi alaninda calisan 2 Ggretim elemanmna taslak goénderilerek, hatalart
saptamaya uygunluk acisindan degerlendirmeleri istenmistir. Bunun sonucunda
dort denklem tipi ve birer temel Srnekleri tizerinde ortak fikir saglanmistir. Bu
denklem tipleri ve temel birer 6rnekleri s6yledir:
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(ax+h) (cxtd) x>4
) ——————=axt+tb — ==x+2
mx+n 2%+
ax’ +bx+c _ d x-1 3

? 5 (mx+n, ax’ +bx+e-d vi tam béler)
mx mx %2 x2
axth cxt+d 3x-2 xt2 .

e (mx+n), (a-c)x+(b-d) vi tam béler.
mx mx %2  x-2

3)

A (ax+b)(ex+d) (ax+b) x4 x+2
) mxtn  mx+n x3 x3

Verilerin Analizi

Verilerin analizinde betimsel analiz yontemi kullanilmustir. Buna gére; verilerin
kodlanmasi, bunlarin biitinlestirilerek ortak temalarin yazdmasi ve Sgrencilerin
¢6zim yontemlerinin, karsilastiklar zorluklarin, yaptiklart hatalarin frekans ve
yuzdelikleri verilerek 6zetlenip yorumlanmasi, neden sonu¢ iliskilerinin
belirlenmesi, gereken vyerlerde temalarin iliskilendirilmesi ve tahminlerde
bulunulmast islemleri yapilmistir.

Kodlama semasinin olusturulmasinda ve ¢ézimlerin kodlanmasinda glivenirlik
saglanmasi acisitndan, bu siirece matematik egitiminde calisan bir Sgretim
elemani dahil edilmistir. Kodlanacak bilgiler matematiksel oldugundan, ¢ok
biiyiikk oranda ayni kodlarin belitlendigi ve kodlamanin yapildigt gérilmiistiir.
Ortaya ¢ikan az sayida farklilk ortak yargiya varlarak tek bir sekilde
belirlenmistir.

Denklemlerin  ¢6zimu strasinda  yapilan islemler kodlanirken 6grencinin,
karsilastigt 1., 2. veya 3. derece denklemi ¢Oziip ¢bzememesi, verilen rasyonel
denklemin paydasini sifirlayan sayiy1, buldugu ¢6ziim kiimesinden hari¢ tutup
tutmadigi gibi hatalar dikkate alinmigtir. Cozim yoéntemleri kodlanirken ise
oncelikle 6grencilerin ¢éztimleri incelenmis bu esnada yaptiklart kisaca not
edilmis, tim 6grenciler icin bu islem tamamlandiktan sonra ise ayni olan ¢6zim
yontemlerine birer kod verilerek yanitlar kodlanmustir. Cozim  sitirecinde
kodlamayt belitleyen islemler su sekilde olmustur: “Denklemde icler-dislar
carpimt yapilmas1”, “Her iki taraftan pay kismindaki ayni carpanlarin yok
edilmesi”, “(P/Q)=(R/Q) ifadesi (P-R)/Q=0, M/Q=0" yapildiktan sonra (i)
pay ve paydada sadelestirme (i) M nin koklerini bulunmasit ya da yanls
bulunmasi, “(P/Q)=R ifadesini (P/Q)-R=0 ve payda esitlemeden sonra
S.T/F=0 formuna donustirerek ¢ozilmesi”. Makalede yer yer “H yontemi”
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ifadesi kullanilmistir. H yonteminden, esitligin bir yanindaki ifadenin diger tarafa
gecirilerek gereken payda esitleme islemlerinin yapilmasi ve ifadenin (P/Q)=0
bicimine donustirilmesi kastedilmektedir. Bu noktadan itibaren P
polinomunun kéklerinden Q polinomunun kéklerinin hari¢ birakilarak ¢ézim
olusturulur.

BULGULAR

Bu kisimda 6grencilerin rasyonel denklem tipleri ¢ercevesinde, kullandiklari
¢6zim yOntemleri, basart oranlari, basarisizliklarinin  nedenleri hata ve
karsilasilan zorluklar temelinde yorumlama yapilmaksizin dogrudan veriler
kullanilarak verilmistir.

2

i3 - x+2 () Rasyonel Denklemin Coziimiine iliskin Bulgular

Bu denklemde sadece her iki tarafin pay kisminda bir ortak ifade bulunmaktadir.
Ogrencilerin ¢6ziim yontemleri sunlardir:

a) I¢ler-dislar carpimi yéntemi: Bu denklemi ¢ézmek icin 86 6grencinin 56 st
(%65)” st igler-dslar garpimi yolunu izlemistir. Igler-dislar garpimi sonucunda
ortaya 2. dereceden bir denklem c¢tkar. Tim Ogrenciler denklemi dogru ortaya
koyabilmistir. 56 6grenciden 48 i (%86) olusan 2. dereceden denklemi dogru
cozerek verilen rasyonel denklemin ¢6ziimii olusturabilmistir. Ancak, 5 6grenci
(%9) denklemi ¢6zememis, 3 6grenci (%0) ise dogru ¢6zdugi halde elde
ettikleri koklerden bazilariin  verilen rasyonel denklemi saglamadigini
belirtmistir.

b) Denklemin pay kisimlarindaki ortak ¢arpanlarin yok edilmesi: 86 6grencinin
23’1 (%27 ) denklemin her iki tarafindan ayni ¢arpanlart (x+2) yok etmistir. Bu
durumda denklemi saglayan kék de yok edilmis olmaktadir. Ancak bu 23
ogrenciden 2’ si (%9) ¢6ziim kiimesini yazarken yok ettikleri kékii de sonradan
ilave ederek, ¢6ziim kiimesini dogru yazabilmistir.

¢) H yontemi: 86 6grenciden 7’ si (%8) bu yolu izlemis bunlardan 6 s1 (%86),
Sx)=0 denkleminin koéklerini bularak ¢6ziimi olusturabilmis, 1 6grenci ise
(%14) bu yolu izlemis ancak gereken islemleri dogru yapamamustir.

Sonug olarak 30 6grenci (%35) (I) tipindeki rasyonel denklemi ¢ézememistir.
Bu 30 6grencinin basarisiz olmasinda %83 oraninda hatalar ve %17 oraninda ise
karsilasilan zorluklar etkili olmustur. Hatalarin %84’ G paydaki ortak carpanlarin
yok edilerek bu ifadeyi sifir yapan sayinin da ¢6ziime alinmamasindan ve %16’
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st ise aritmetik islem hatalarindan kaynaklanmaktadir. Karsilasilan zorluklarin
tamami ise 2. dereceden denklemin ¢6zllememesinden kaynaklanmaktadir.

x2-1

X-2
a) Icler-dislar carpimi Yontemi: Bu denklemi cozmek icin 86 &grencinin 27’ si
(%31) icler-dislar carpimui yolunu izlemistir. Icler-dislar carpimi sonucunda
ortaya 3. dereceden bir denklem c¢ikacaktir. 27 6grenciden 19 u (%70) 3.
dereceden denklemi ¢Ozememistir. 4 6grenci (%15) olusan 3. dereceden
denklemi dogru ¢6zmils ancak paydayi sifirlayan sayiyt da ¢6zim kiimesine
kattiklarindan ~ verilen  rasyonel denklemin ¢6zim  kimesini dogru

olusturamamistir. Diger 4 6grenci (%15) ise 3. dereceden denklemin
koklerinden paydayi sifirlayanlari atarak dogru ¢6zimi olusturabilmistir.

ﬁ (Il) Rasyonel Denklemin Coziimiine iliskin Bulgular

b) Denklemin Payda Kisimlarindaki ortak ifadelerin yok edilmesi: Bu denklemi
¢6zmek icin 86 Sgrencinin 46’ s1 (%54) paydalari yok ederek isleme baglamugtir.
Paydalarin yok edilmesi durumunda ortaya ¢tkan 2. dereceden denklemin dogru
¢Ozillmesi ve paydayt sifirlayan sayinin hari¢ tutulmasiyla verilen rasyonel
denklem ¢6zilmus olacaktr. 3 6grenci (%7) 2. dereceden denklemi
¢6zememistir. 31 grenci (%67) bu 2. dereceden denklemi dogru ¢6zmiis ancak
paydayr  sifirlayan  saytyt  hari¢  tutmadiklarindan  dogru  bir  ¢6zim
olusturamamustir. 12 6grenci (%26) ise denklemi dogru ¢6ziip aynt zamanda
paydayi sifirlayan sayiyt hari¢ tutarak dogru ¢éziime ulasmustir.

¢) H yontemi: 86 6grenciden 11 tanesi (%13) bu yolu izlemistir. Bunlardan 8’ i
(%73) dogru ¢oéziime ulasabilmistir. 2 6grenci (%18) dogru ¢6zim stirecini
uygulamis fakat paydayt sifirlayan sayiyt da ¢6ziime katug icin, 1 6grenci (%09)
ise ¢oziim sirecinde olusan 2. dereceden denklemi ¢6zemedigi icin verilen
rasyonel denklemi ¢6zememistit.

Sonug olarak 62 6grenci (%72) (II) tipindeki rasyonel denklemi ¢6zememistir.
Yanit veren 60 6grencinin basarisiz olmasinda %62 oraninda hatalar ve %38
oraninda ise karsilasilan zorluklar etkili olmustur. Hatalarin tamami ¢6zim
kiimesi yazilirken paydayr sifir yapan x=2 sayistnin hari¢ tutulmamasindan
kaynaklanmaktadir. Kargilasilan zorluklarin %83 4 3. dereceden, %17 si 2.
dereceden denklemin ¢6ziilememesinden kaynaklanmaktadir.

3x-2 _x+2 T

<7 - %2 (Il1) Rasyonel Denkleminin Coziimiine Iliskin Bulgular
a) I¢ler-dislar garpimi yéntemi: Bu denklemi ¢ézmek igin 86 6grencinin 42’ si
(%049) icler-dislar carpimi yolunu izlemistir. Icler-dislar carpimi sonucunda
ortaya 2. dereceden bir denklem ctkacaktr. 4 &grenci (%10) 2. dereceden
denklemi dogru ¢ozerek ve paydayt sifirlayan sayiyr hari¢ tutarak verilen
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rasyonel denklemi ¢6zebilmistir. 17 O6grenci (%41) 2. derece denklemi
¢bzememis, 21 &grenci (%50) ise dogru ¢6zmus fakat paydayt sifirlayan sayiyt da
¢6zim kiimesine kattiklarindan rasyonel denklemi dogru ¢6zememislerdir.

b) Denklemin payda kisimlarindaki ortak ifadelerin yok edilmesi: Bu denklemi
¢6zmek icin 86 6grencinin 32’ si (%37) paydalari yok ederek isleme baslamistur.
Paydalarin yok edilmesi durumunda ortaya ¢tkan 1. dereceden denklemin dogru
¢cozllmesi ve paydayt sifirlayan sayinin hari¢ tutulmasiyla rasyonel denklem
¢6ziilmiis olacaktir. Ogrencilerin tamami bu 1. dereceden denklemi dogru
¢6zmis ancak 26 tanesi (%81) payday1 sifirlayan sayiyr hari¢ tutmadiklarindan
dogru bir ¢6zim olusturamamistir. 6 6grenci (%19) ise payday sifirlayan sayiyt
hari¢ tutarak dogru ¢6zimi olusturabilmistir.

¢) H yontemi: 86 6grenciden 11 tanesi (%13) bu yolu izlemistir. Bunlardan 8’ i
(%73) dogru ¢oziime ulasabilmistir. 2 6grenci (%18) paydayr sifirlayan sayiyt
hari¢ tutmayarak yanls ¢6ztim olusturmustur. 1 6grenci (%9) ise son asamada
payda olusan 1. derece denklemi ¢6zemediginden ¢6ziime ulagamamistir.

Sonug olarak 68 6grenci (%79) (I1I) tipindeki rasyonel denklemi ¢6zememistir.
Yanit veren 67 6grencinin basarisiz olmasinda %73 oraninda hatalar ve %27
oraninda ise karsidaslan zotrluklar etkili olmustur. Hatalarin tamami ¢ézim
kiimesi yazilirtken paydayr sifir yapan x=2 sayistin hari¢ tutulmamasindan
kaynaklanmaktadir. Kargilasilan zorluklarin %94 4 2. dereceden, %6’ st 1.
dereceden denklemin ¢éziilememesinden kaynaklanmaktadir.

x2-4 x+2

<333 WV Rasyonel Denklemin Coziimiine iliskin Bulgular

a) Icler-dislar carpimi yontemi: Bu denklemi ¢6zmek igin 86 dgrencinin 28’ i
(%33) igler-dislar carpimi yolunu izlemistir. 2 6grenci (%7) rasyonel denklemi
bu yolla ¢6zebilmistir. 25 grenci (%089) igler-dislar carpimu sonucunda ortaya 3.
dereceden denklemi ¢6zemediginden, 1 6grenci (%4) ise dogru ¢6zdigu halde
payday1 stifirlayan saytyt da ¢6zime kattigindan verilen rasyonel denklemi dogru
¢6zememislerdir.

b) Denklemin paydasindaki ortak ifadelerin yok edilmesi: Ogrencilerin 28" i
(%33) paydalart yok ederek isleme baglamistir. Paydalarin yok edilmesi
durumunda ortaya ¢ikan 2. dereceden bir denklem ¢ikacaktir. Bu denklemin
koklerinin bulunarak dogru ¢ozllmesi ve bunlarin icinden paydayr sifirlayan
sayinin hari¢ tutulmastyla rasyonel denklem ¢6ziilmis olacaktir. 5 6grenci (%018)
dogru ¢6zimu olusturabilmistir. 2 6grenci (%7) olusan 2. dereceden denklemi
¢6zemediginden, 21 6grenci (%75) bu 2. dereceden denklemi dogru ¢zmis
ancak paydayt sifirlayan sayiyr hari¢ tutmadiklarindan dogru bir ¢6zim
olusturamamistit.
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¢) Her iki taraftan pay ve paydalardaki ortak carpanlarin yok edilmesi:
Ogrencilerin 14 i (%16) bu yolu izlemistir. Bu islemin sonunda ortaya “x-2=1”
denklemi ¢tkacaktir. 1 6grenci (%7) sadelestirmelerin sonucunda esitligin sag
kisminda ne kaldigina karar veremeyip islemi birakmis, 7 6grenci (%50) sag
kistmda kalanin sifir oldugunu distinmiis ve ¢6zimi 2 olarak belirlemis, 5
ogrenci (%306) “x-2=1" denklemi ortaya koyarak ¢6zmils ancak x=3 sayisini
¢6ziim olarak yazmustir. 1 6grenci (%7) ise “x-2=1" denklemi ortaya koyarak
¢6zmis ve x=3 payday1 sifir yaptigr icin ¢6ziim kimesine almamis ve ¢6zim
kiimesini bos kiime olarak belirtmistir. Sonug olarak bu yéntemi uygulayan her
Ogrenci basarisiz olmustur. Bu durumda bu kategorideki 6grencilerin rasyonel
denklemin payinda bulunan ortak ifadelerin sadelestirilmesi sonucunda ¢oziime
alinmamast hatasint da yaptiklar aciktir.

d) H yontemi: 86 6grenciden 12” si (%14) bu yolu izlemistir. 10 grenci (%83)
rasyonel denklemi dogru ¢ézmustir. 2 6grenci (%17) ise paydayt sifirlayan sayiyt
hari¢ tutmadig icin verilen rasyonel denklemin ¢6ziim kiimesini dogru ortaya
koyamamustir.

Sonug olarak 69 6grenci (%80) (IV) tipindeki rasyonel denklemi ¢6zememistir.
Yanit veren 65 6grencinin basarisiz olmasinda %58 oraninda hatalar ve %42
oraninda ise karsilagilan zorluklar etkili olmustur. Karsilasilan zorluklarin %93’ G
3. dereceden, %7 si 2. dereceden denklemin c¢ozilememesinden
kaynaklanmaktadir. Hatalarin %18’ 1 denklemde ortak carpanlarin karsilikli yok
edilmesi sonucunda bir tarafta geride bir ifade kalmamast durumunda sifir
yazilmasindan, %3’ 4 ise herhangi bir say1 koymamasindan, %79’ u denklemin
payinda bulunan ortak carpanlarin karsiliklt yok edilmesi sonucunda bu ifadenin
kokiinin ¢6zime alinmamasindan ayrica paydayr sifirlayan sayiun ¢oziime
katilmasindan kaynaklanmaktadir.

Veriler incelendiginde verilen rasyonel denklemlerin ¢éziimiinde ortalama %34

oraninda basarili olundugu tespit edilmistir. Ogrencilerin hangi tip rasyonel

denklemde hangi yolu izledikleri ve basar1 oranlart Cizelge 1’de verilmistir.
Cizelge 1.Rasyonel denklem ciziimiinde kullanilan yontemler ve basar: oranlar:

Tip I Tip II Tip III Tip IV
Tercih Basari Tercih Bagart Tercih Basari Tercih Basari

Igler-dislar carpimi %65 %86 %31 %15 %49 %10 %33 %7
Paydalarda yok etme %27 %9 %54 %26 %37 %19 %33 %18

H %8 %86 %13 %73 %13 %73 %14 %88
Pay ve paydalarda yok %16 %0
etme

Cizelge 1 incelendiginde, genellikle rasyonel denklem ¢6ztimlerinde icler dislar
carpimt  kullanddig; Denklemin pay kisimlarindaki ortak ¢arpanlarin yok
edilmesi sonucunda bagart orant oldukca disiik oldugu (ortalama 9%23)
gorilmektedir. Bunlarin yaninda su hususlar da ortaya ¢ikmaktadur.
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Igler dislar carpimi yontemi sadece 1. tip denklemlerde en az hataya veya
zorluga yol agmaktadir. Ogrencilerin igler dislar ¢arpimi ydntemini kullanarak 1.
tip denklem haricindeki rasyonel denklem ¢6ztimlerinde basarisiz olmalarinda
fark yaratan nedenler arastirildiginda, bunun 3. dereceden veya 2. dereceden
denklemin ¢6ziim stirecindeki bagarisizliktan kaynaklandigi tespit edilmistir.

H yo6ntemi esnasinda diger yontemlere nazaran daha fazla matematiksel is s6z
konusu oldugundan, fazla tercih edilmemekte ancak tercih edilmesi durumunda
en az hata veya zorluk ortaya ¢itkmaktadir. Bunun nedeni arastirildiginda bu
yontemin uygulanmasinin, Ogrencilerin  bagarisiz  olmasindaki en 6nemli
faktorler olan payt yok etme ve paydayi sifirlayan sayiyt ¢6zim disinda tutmama
hatalarim ¢ok biiyitk oranda 6nlemesinden kaynaklandigr gériilmustiir.

Rasyonel bir denklemde esitligin her iki yaninda pay ve paydalarinda carpim
dutumunda bulunan ortak ifadelerin karsilikli yok edilmesi durumunda bagart
orant %0 dir. Bu son iki maddede ortaya c¢ikan basarisizligin nedeni denklemin
her iki yaninda ¢arpim durumunda bulunan ortak ifadelerin yok edilerek bu
ifadeleri sifir yapan sayilarin ayni zamanda rasyonel denklemin de bir ¢6zim
elemanint olusturdugunun fark edilmemesinden kaynaklanmaktadir.

Yapilan hatalar genel olarak incelendiginde, ortalama %82 oraninda denklemin
pay kisimlarindaki ortak ¢arpim ifadelerinin yok edilerek (I. ve IV. tip) bu
ifadeyi sifir yapan saymun rasyonel denklemin ¢6ziim kiimesine dahil
edilmemesinden, %100 oraninda ise payday: sifir yapan saymnin ¢6zim kiimesi
disinda birakilmamasindan (II. ve III. tip) kaynaklandigr tespit edilmigtir.
Ogrencilerin karsilastiklari zorluklar incelendiginde, %88 oraninda 3. dereceden,
%43 oraninda ise 2. dereceden denklemin ¢6ziim siirecinde ortaya ¢iktigi
belirlenmistir.

TARTISMA VE SONUC

Bu calisma Anadolu Lisesi 6grencileriyle yapilmistir. Bilindigi gibi Anadolu
Lisesi 6grencileri belli bir sinav sonucunda bagarili olan Ggrencilerden
olugmaktadir ve matematik becerileri diger 6grencilere gére belirgin l¢tide daha
yuksektir. Dolayistyla arastirmada kullanilan sorular baska lise 6grencilerine
uygulanirsa, karsilasilan zorluklarin  cesitliliginin - ve oranlarinin = artmast
Ongorilebilir. Hatalarin ise biylik oranda aymi sekilde ortaya ctkacagr ancak
oranlarinin daha yiiksek olacagi da muhtemeldir.

Rasyonel denklem ¢6zme siirecinde yapilan en 6nemli hata, rasyonel denklemde
yer alan rasyonel ifadenin paydasint sifir yapan saymin ¢ézim kimesi disinda
birakilmamasindan kaynaklanmaktadir. Akgiin ve Ozdemir (2006) tarafindan
degiskenler tzerine yapilan bir arastirmada da 6grencilerin denklemini ¢6zerken
genellikle paydayt sific yapan sayiyt da ¢oziime kattiklarint belitlenmistir.
Ogrenci verilen rasyonel denklemde igler dislar carpimi, ortak payda esitleme
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gibi dogru bir islem yapip yine dogru islemlerle 6rnegin 2. dereceden bir
denkleme ulagtyor ve bunu dogru ¢oziip ¢bzim kimesini yaziyor. Dolayistyla
eristigi ¢6zimiin verilen rasyonel denklemin kesin bir ¢6ziimi olup olmadig
noktasinda belki de bir endise duymuyor olabilir. Bu anlamda buldugu ¢6zim
elemanlarint olast ¢ézim elemanlart olarak gérmedigi, rasyonel denklemde
yerine yazilmast veya paydayt sifir yapmasi agisindan denklem ve ¢6zim kiimesi
kavramlart temelinde anlamli olarak degerlendiremedigi dustintlebilir.

Rasyonel denklem ¢6zme stirecinde yapilan ikinci 6nemli hata, esitligin her iki
yaninda carpim durumunda bulunan ortak ifadelerin yok edilerek bu ifadeyi sifir
yapan sayiun rasyonel denklemin ¢6ziim kimesine katilmamasidir. Bilindigi
gibi bir esitligin her iki yanina aymt islem yapilirsa (sifirla bélme haric), esitlik
bozulmaz. Aritmetikten cebire gecis sirecinde denklem ¢6ziimlerinde bu
yontemin anlasilmast oldukca Onemlidir ve denklem c¢oztumlerinde cokea
vurgulanir. Dolayistyla 6grencilerin, rasyonel denklem ¢oziimlerinde de esitligin
her iki tarafindaki ¢arpim ya da boélim durumundaki ayni ifadeyi karsiliklt yok
ettiklerinde, bu operasyonun denklemin ¢6ziimine olumsuz bir etki
yapmayacagini distinmis olmalari, bu hatayr yapmalarinin bir nedeni olabilir.
Yani 6grencilerin esitlik kavrami anlamalarinin, denklemde gorillen esitlik
isaretinden dolayt rasyonel denklem ¢6ztimlerine de transfer edilmesi bu tiir bir
hatanin kaynagi olabilir. On bilgilerin bazen yeni kavramlarin 6grenilmesinde
yanlts Ogrenmelere neden olabilecegi bilinmektedir. Bell ve Baki (1997)
tarafindan da belirtildigi gibi bir problemin ¢6zimi veya bir islemin yiiriitilmesi
Ogrencinin mantifina, 6nceki birikimlerine uygun dusebilir ve yaptiklarinin
matematiksel gegerliliginin olmadigini da bilmeyebilir. Iste bu durumda kavram
veya islem yanilgilarinin gelismesi s6z konusudur. Bu tir yanigilara 6rnek
olarak carpmanin sonucu her zaman artirdigt diisiincesi verilebilir. Dogal
sayilarda dogru olan bu disiince, ¢arpma islemi reel sayiara genisletildiginde
rahatlikla kavram yanigisina doniisebilir.

Diger taraftan ortaya ctkan diger bir kayda deger hata, rasyonel denklemlerde
sadelestirmenin sonucunda esitligin bir yaninda geride bir ifade kalmamast
durumunda  sifir  yazilmasidir.  Yoklugun ilkokuldan itibaren sifir ile
simgelestirilmesi bu durumdaki &grenciler igin bu durumu aciklayabilir.
Ogrencilerin karsilastiklart zorluklar incelendiginde, %88 oraninda 3. dereceden,
%43 oraninda ise 2. dereceden denklemin ¢Ozim siirecinde ortaya ¢iktig
belirlenmistir. Akgiin ve Ozdemir (2006) tarafindan degiskenler iizerine yapilan
bir arastirmada da Ogrencilerin kesirlerle hatali aritmetik hesaplamalar sonucu
denklemi 2. dereceden denkleme déntstiremedikleri tespit edilmistir. Bu
durum &grencilerin  bilinmeyenlerle islem yapmada ve basit aritmetik
islemlerdeki hata ve zorluklarindan kaynaklanabilir.

H yontemi (esitligin bir yanini diger tarafa gecirerek sifira esitleme ve diger
tarafta payda esitleme yapilarak islemin strdurilmesi) esnasinda diger
yontemlere nazaran daha fazla matematiksel is s6z konusu oldugundan, fazla
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tercih edilmemekte ancak tercih edilmesi durumunda en az hata veya zorluk
ortaya ¢tkmaktadir. Bunun nedeni arastirildiginda bu yoéntemin uygulanmasinin,
Ogrencilerin basarisiz olmasindaki en 6nemli faktdrler olan payt yok etme ve
paydayt sifirlayan sayiyt ¢6ziim disinda tutmama hatalarini ¢cok biyiik oranda
o6nlemesinden kaynaklandigr gorilmistir. Ancak, Hoch ve Dreyfus (2004),
cogu Ogrencinin cebirsel kesirli denklemlerde Ggrencilerin ortak payda ile
carpma islemi yaparak hataya meyilli ve uzun bir ¢6zlime gittiklerini belirtmistir.
Bu iki bulgu celismektedir. Bu durum calisma grubundaki 6grencilerin
matematiksel yeteneklerinin farkliigindan kaynaklanabilir.
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EXTENDED ABSTRACT

When examining the literature, it has been seen that most of the studies on
equations have been focused on the students’ perceptions of equality and
variable during the process of transition from atithmetic to algebra. Besides,
these studies have generally dealt with basic first degree equations. In this
research, high school students’ misconception and error while solving rational
equations. The main factor motivating doing this research was that it has been
observed that many high school students made mistakes and had
misconception about rational equations and therefore it has been thought that
some misconceptions which don’t exist in the literature would be introduced.

This paper has been done to determine students’ solving methods of rational
equations, errors and misconceptions in solving rational equations. A total of
86 students from 10th and 11th grades in Ankara were chosen randomly. Four
rational equations with different forms containing general students’ error and
misconceptions in rational equations were prepared. Coding of solutions was
done through a coding schema obtained the data and descriptive analysis was
used. The students’ errors and misconceptions have been determined and
interpreted on the basis of their solving methods.

The content regarding the rational equations has been determined by examining
Secondary Mathematics Curriculum and various school books. Then, in the
frame of that content and on the basis of mathematics teachers’ experiences
and by taking two academic persons’ thoughts, who are in mathematics
education, a question list has been prepared. In general, in those sorts of
equations, there are common factors in the numerator and denominator on the
both sides of equation. Another point taken into consideration while preparing
the questions in terms of ensuring that the test is homogeneous has been that
the questions were not related to other concepts in mathematics so much. On
the basis of this, a draft list of question has been prepared. In order to
determine the validity of the test, that draft has been send to two academicians
in mathematics education and asked for them to evaluate it in terms of
determining some errors and misconceptions in solving rational equations. At
the end of this process, there has been a consensus for four equation style and
one basic example question for each style, which are below.
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The results showed that “cross products”, “eliminating the same factors on
numerator or denominator of both sides “ and “moving one side of the
equation to another side then multiplying by a common denominator” were
common solving strategies. Solving 2nd or 3rd equations and arithmetical
operations on algebraic rational expressions are the difficulties encountered. On
the basis of perception of equality concept, by eliminating the same factors on
numerators of both sides and not putting the numbers making the denominator
zero into solution were common misconception. Another misconception was
on the basis of matching the absence with zero. Some students have written
zero in the case of nothing remained in the one side of the equation in the
result of eliminating the same factors in the equation. The most important error
in the process of solving rational equation has been arised from not excluding
the numbers making the denominator zero from the solution set. Besides,
encountering a 2nd or 3rd equation in the process of solving the rational
equation given has been determined a difficulty.
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